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Резюме. В статье рассматривается дискретная задача линейно-квадратичной 

оптимизации с граничными условиями. Построив квадратичный функционал и 

расширенный функционал, получаем дискретные уравнения Эйлера-Лагранжа с 

граничными условиями. Методом прогонки решена заданная задача линейной 

дискретно-квадратичной оптимизации и построены оптимальные программные 

траектории и управляющие воздействия в каждой части интервала времени. 

Результаты проиллюстрированы на примере вертикального движения 

летательного аппарата. 
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1. Введение. 

В последнее время важную роль играет определение 

оптимальных программных траекторий и управляющих воздействий 

при движении летательного аппарата [5,6,8,10,15,16,20]. Но при 

вертикальном движении летательного аппарата [18] большой интерес 

представляет вопрос, на какой высоте летательный аппарат должен 

остановиться и простоять определенное время. Поэтому, для обычной 

линейно-квадратичной задачи (ЛКП) [4,7,11,13,14,22] управление 

должно иметь ограничения в виде равенств на части управляющих 

воздействий. 

В данной работе развит метод прогонки для построения 

программных траекторий и управляющих воздействий для 

дискретной линейно-квадратичной задачи оптимизации [1,12]. 

Отметим, что такой алгоритм помогает найти недостающие 

начальные условия и свести его к решению конечно-разностных 

уравнений. Результаты проиллюстрированы на примере 
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вертикального движения летательного аппарата и с определенной 

точностью совпадают с известными результатами. 

 

 

2. Постановка задачи. 

Пусть движение объекта описывается следующими конечно-разностными 

уравнениями [9,12,17,23] 

,11,10,1  NiNNiVuxx iii                           (1)
                                                          

с начальным условием  

,0 qHx                                                                                                         (2)

 Предположим, что в момент N существует условие 

,11 NNN uGxFx                                                                    (3) 
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где ,,0,0,0,0,0,0 KQQQQRRN  

Cxd , — известные матрицы и векторы соответствующих размерностей, 

,
0

1










C
C  1C — известный постоянный параметр, h — шаг дискретизации. 

3. Уравнение Эйлера-Лагранжа для задачи (1)-(4) и построение 

решения на отрезке  Ni0 . 

Используя результаты [12,17,19], получаем дискретные уравнения 

Эйлера-Лагранжа на интервалах 11,10  NiNNi  для 

задачи (1)-(4) в следующем виде, соответственно 

,11 VMxx iii   
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с граничными условиями 
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 Используя линейность системы уравнений (5), (6) и (7), (8), 

предположим, что i  является линейной функцией от ix
 
[12], т.е.
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Из (11) получаем, что 

.0,0,0   NNN NS                                                  (16) 

С другой стороны, используя результаты [21], можно показать, что 

 

,)( 0000 WqnxHN                                                       (17) 

 

где матрица in  и вектор iW  определяются следующими 

дифференциальными уравнениями соответственно:  
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Решая систему уравнений (15) с начальными условиями (16), затем, решая 

систему уравнений (14) с начальными условиями 
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получим систему линейных алгебраических уравнений относительно ,0x  

.
0

00

00

00


































Wq

x

nHN

HNS 

                                          (18) 

 

Решая систему уравнений (18) относительно ,0x , определим программную 

траекторию ix  для 10  Ni следующим образом 
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Используя условие (3) в момент N с учетом (9), (10), (13) 

,))()(

)())()((

1
1

1
11

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
1

1
11

dN

NNNN

xNFGGCGhFGG

hNFGGxNFGGhSFGGFx

















 

мы определяем программную траекторию ix  для 11  NiN  

следующим образом 
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вертикальной оси. В этом случае из (1) и (2) 
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 ,,,,,,,,,,, 211211 qqkqqRCzd  заданные числа. 

С помощью процедуры, описанной в разделах 2-3, требуемая задача решена. 

        Приведем графики оптимальных программных траекторий 
)1(

iz и 

воздействий управления 
)1(

iu на интервале :0  Ni   
 

 

 

 

Рис.1. Изменения 
)1(

iz  на интервале [0, N+∆]. 
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Рис.2. Изменения 
)1(

iu на интервале [0, N+∆]. 

 

 

5. Заключение. 

      В данной работе рассматривается линейная дискретно-квадратичная 

задача оптимизации, где на известной части интервала времени известны 

некоторые координаты управляющего воздействия. С помощью метода 

прогонки [2,3] задача сводится к конечно-разностным уравнениям. Решая эти 

уравнения, для каждой части интервала времени строят управляющие 

воздействия и соответствующую траекторию. 
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Abstract. In the paper the discrete linear quadratic optimization problem with 

boundary condition is considered. The quadratic functional and extended functional are 

constructed and the discrete Euler-Lagrange equations are obtained. Using sweep method 

the obtained discrete Euler-Lagrange equations with boundary conditions are solved and the 

optimal program trajectory and control actions on each part of the time interval have been 

constructed. The results are illustrated using the example of vertical movement and 

hovering of a flying object at a certain height under the influence of a vertical external 

force. 

Keywords: linear discrete quadratic optimization problem, discrete Euler-Lagrange 

equation, sweep method, finite difference equations, control action, optimal program 

trajectory, flying object.  
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